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体とは結合法則、分配法則、交換法則を満たす四則演算のできる数の集まりをいう。特に重要なのは 0でな
い数 xに逆数、つまり xy = 1となる y が存在することで、整数全体の集まりはこの性質を持たない。例えば
有理数全体の集まりに通常の四則演算を定めたものは体である。これを Qで表す。実数全体、複素数全体に
ついても同様であり、これらを R,Cと表そう。
要素の個数が有限個である体を有限体という。ここでは有限体について調べる。

1 有限体の具体例
まず有限体の具体例をいくつか紹介する。

例 1.1. Z/(3)を整数全体を 3で割ったあまりが等しいものを同一視してできる集合とする。つまり、要素と
しては {[0], [1], [2]}の 3つからなる有限集合を考える。ここで、[1]というのは 3で割ったあまりが 1である
ことを意味する。つまり、[1] = [4] = [7] = · · · であり、[2] = [5] = [8] = · · · であり、[0] = [3] = [6] = · · ·
である。このとき、加法と乗法は通常の整数のものを流用して

[x] + [y] = [x+ y]

[x][y] = [xy]

と定義する。
例えば

[1] + [1] = [2]

[2] + [2] = [4] = [1]

[1][2] = [2]

[2][2] = [4] = [1]

などと計算できる。
これが結合法則、分配法則、交換法則をみたす。また [0]が加法についての単位元、[1]が乗法についての単
位元となる。つまり

[0] + [x] = [x]

[1][x] = [x]

が成立する。
また、加法についての逆元は−[x] = [−x]で定まる。例えば [2]+ [1] = [3] = [0]なので、−[2] = [1]である。
乗法の逆元については、この場合には [2][2] = [4] = [1]となるから [2]−1 = [2]である。
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ここで記号 [k]について注意しておく。上でも述べたように、[1] = [4] = [−2]など同じものを表記する方法
が複数ある。つまり、同じ数を表現する方法が一通りではない・しかしある一定の規則に基づいて異なる表記
を「同じ数」であるとみなす。
同じ数について複数の表記が存在することは、例えば通常の有理数（分数）の計算で 1

2
=

2

4
=

3

6
などとな

るのと同様。この場合、「約分」して一致する表記は「同じ数」とみなすという規則を定めている。

例 1.2. Z/(5)を整数全体を 5で割ったあまりが等しいものを同一視してできる集合とする。つまり、要素と
しては {[0], [1], [2], [3], [4]}の 5つからなる有限集合。
例えば [2] + [4] = [6] = [1], [3][4] = [12] = [2]のように計算できる。これが結合法則、分配法則、交換法則
を満たすことは整数の場合の計算からわかり、単位元を持つことも上と同様。
乗法の逆元についてだけ注意が必要なので説明しておく。[2][3] = [6] = [1], [4][4] = [16] = [1]であるから、

[2]−1 = [3], [3]−1 = [2], [4]−1 = [4]である。

より一般に次が成り立つ。

命題 1.3. pを素数とする。剰余環 Z/p = {[0], [1], . . . , [p − 1]}は体になる。特に [k] 6= [0]なら [k][x] = [1]

となる整数 xが存在する。

証明. [k] 6= [0]なので kと pは互いに素。したがってユークリッドの互除法から kx+ py = 1となる整数 x, y

が存在する。このとき、[kx+ py] = [k][x] + [p][y] = [k][x] = 1となる。

素数でない整数についての余りを考えて同様な構成を行っても体にはならないことに注意しよう。

例 1.4. 上と同様に Z/(6) を定めると、ここでは [2][3] = [6] = [0] となる。もし [2] の乗法についての逆元
[2]−1 が存在すると、[2]−1[2][3] = [2]−1[0] = [0]となることから [3] = [0]となってしまう。したがって、[2]

には乗法についての逆元が存在しないことがわかる。したがって、これは体ではない。

素数 p について上で述べた方法で定まる Z/(p) を Fp とかく。つまり Fp = {[0], [1], . . . , [p − 1]} である。
これ以外の有限体の作り方として以下では（一見異なるが本質的には差のない）二つの方法を紹介する。
まず、上が整数全体を素数で割ったあまりを考えたことの類似として、例えば i2 = −1 として Z[i] =

{a+ bi ∈ C | a, b ∈ Z}の剰余を考えてみよう。

例 1.5. Z[i]の要素を a, bを 3で割ったあまりが共に等しい時に同一視したものを Z[i]/(3)とかく。集合とし
ては {[0], [1], [2], [i], [1 + i], [2 + i], [2i], [1 + 2i], [2 + 2i]}と 9個の要素をもつ。
これが体になることを見てみよう。加法と乗法を

[a+ bi] + [c+ di] = [(a+ b) + (c+ d)i]

[a+ bi][c+ di] = [(ac− bd) + (ad+ bc)i]

と定めると、これが結合法則、分配法則、交換法則を満たし、[0], [1]がそれぞれ加法と乗法の単位元となる。
[1+i]の積についての逆元を求めよう。(1+i)(1−i) = 2であり、[2][2] = [1]であるから、[1+i][1−i][2] = [1]

となる。つまり、[1 + i]−1 = [2 − 2i] = [2 + i] となる。これ以外の要素についても同様に逆元が計算でき
る。[a + bi] に対し、a, b の少なくともどちらかが 3 の倍数でなければ a2 + b2 を 3 で割ったあまりが
1 または 2 であるから、自分自身が [a2 + b2] の逆元、つまり [a2 + b2][a2 + b2] = [1] となる。よって、
[a+ bi][(a− bi)(a2 + b2)] = [1]となる。
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ただし、この構成法では実は注意が必要である。

例 1.6. 上と同じように Z[i]/(5)を考えてみると、これは体にならない。[1 + 2i][1− 2i] = [5] = [0] = 0なの
で、0でない要素の積が 0となってしまい、これらに逆元が存在しない。

これは 5が Z[i]においては「素数でない」ことの反映といえる。Z/(6)が体でないことを思い出そう。

例 1.7. そこで代わりに Z[
√
2]/(5)を考える。これは Z[

√
2] = {a + b

√
2 ∈ C | a, b ∈ Z}の要素を a, bを 5

で割ったあまりが共に等しいときに同一視する。
これが体になることを確かめる。[a + b

√
2][a − b

√
2] = [a2 + 2b2] であるが、平方数を 5 で割った余りが

1, 4のいずれかであることから、a2 + 2b2 が 5で割り切れるとしたら aも bも 5で割り切れることがわかる。
したがって N = a2 + 2b2 は 5と互いに素な整数だから Nx+ 5y = 1となる整数 x, y が存在し、[N ][x] = [1]

となる。

2 多項式環の剰余
もう一つの作り方として、Rから Cを作る時に方程式 x2 + 1 = 0の解 i =

√
−1を付け加えたのと同じこ

とをする。この方法では多項式の剰余を考えるという方法で実現する。実数係数の多項式の集まり R[x]につ
いて、(x2 + 1)で割ったあまりが等しいものを同一視することで新しい集合 R[x]/(x2 + 1)を作ろう。要素は
[ax+ b]という形で表せる。このとき、演算は

[ax+ b] + [cx+ d] = [(a+ c)x+ (b+ d)]

[ax+ b][cx+ d] = [acx2 + (ad+ bc)x+ bd] = [(ad+ bc)x+ bd− ac]

となる。ここでは x2 + ax+ bを x2 + 1で割ったあまりが ax+ b− 1であることを用いて計算した。
これは複素数の演算

(ai+ b) + (ci+ d) = (a+ c)i+ (b+ d)

(ai+ b)(ci+ d) = (−ac+ bd) + (ad+ bc)i

と同じものになっている。
これと同様にして Fp で既約な多項式の根を付け加えることで新しい体を作る。多項式の集まりにおいても
ユークリッドの互除法が使えることを思い出す。

例 2.1. x2+1 = 0は F3 において解を持たないので次数が 2だから既約。剰余環 F3[x]/(x
2+1)は体になる。

具体的に計算してみると、

[x+ 1][x+ 2] = [x2 + 3x+ 2] = [x2 + 2] = [−1 + 2] = [1]

[2x+ 1][2x+ 2] = [4x2 + 6x+ 2] = [x2 + 2] = [−1 + 2] = [1]

などとなる。x =
√
−1と思って計算すればよい。

これを F3[i]と書くことにしよう。

F5 においては x2 + 1 = 0が解 x = [2], [3]を持つため、この式による剰余は体とならない。

3



例 2.2. x2 − 2は F5 において解を持たないので次数が 2だから既約。剰余環 F5[x]/(x
2 − 2)は体になる。

具体的に計算してみると、

[x+ 1][2x+ 3] = [2x2 + 5x+ 3] = [2x2 + 3] = [4 + 3] = [2]

[2x+ 1][3x+ 4] = [6x2 + 11x+ 4] = [x2 + x+ 4] = [2 + x+ 4] = [x+ 1]

などと計算できる。x =
√
2と思って計算すればよい。

これを F5[
√
2]と書くことにしよう。

例 2.3. x3 + x2 + 1 = 0は F2 において解を持たず次数が 3なので既約。剰余環 F2[x]/(x
3 + x2 + 1)は体と

なる。この解のうち一つを αとする。これを用いて上の体は集合として

{[0], [1], [α], [α+ 1], [α2], [α2 + α], [α2 + 1], [α2 + α+ 1]}

と表すことができる。
具体的に計算してみると、

[α+ 1][α+ 1] = [α2 + 2α+ 1] = [α2 + 1]

[α2 + 1][α+ 1] = [α3 + α2 + α+ 1] = [α]

[α]3 = [α3] = [−α2 − 1] = [α2 + 1]

などと計算できる。
これを F2[α]と書くことにしよう。実は x3 + x2 − 2x− 1 = 0の実数における解のうち一つは 2 cos

2π

7
で

ある。F2 において x3 + x2 − 2x− 1 = x3 + x2 + 1なので、上の αは F2 における 2 cos
2π

7
のようなものだ

と思うことができる。

多項式環の剰余環については龍孫江さんの動画で丁寧に解説されているので、そちらを参考にしてくだ
さい。
（特別編）多項式環の剰余環が体になる条件 https://www.youtube.com/watch?v=NztSl_vxeXI

3 有限体の要素の個数
上で見た例は全て要素の個数が素数のベキ乗である。実はこのことは一般に成り立つ。

命題 3.1. F が有限体とする。1を足して 0になる最小の回数 n（つまり加法群としての 1の位数）は必ず素
数である。

証明. n = lm とすると、lm = 0 となる。n の最小性から F においては l 6= 0,m 6= 0 であるが、体なので
l,mは乗法逆元をもつ。これは矛盾。

定義 3.2. これを F の標数という。

つまり、有限体の標数は必ず素数 pになる。

命題 3.3. 有限体 F の標数が pのとき、F の要素の個数はある自然数 nについて pn となる。
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証明. F が標数 pであれば Fp ⊂ F であるが、この時 F は Fp 上の線形空間になる。要素の個数が有限だか
ら、これは有限次元である。この次元を nとすると、集合として F から Fn

p への全単射（線形写像としての同
型）が存在するので、F の要素の個数は pn である。

例 3.4. F3[i]は F3 上 2次元のベクトル空間で基底としては例えば 1, iを取れる。要素は 32 = 9個の有限体。

例 3.5. F5[
√
2]は F5 上 2次元のベクトル空間で基底としては例えば 1,

√
2を取れる。要素は 52 = 25個の

有限体。

例 3.6. F2[α]は F2 上 3次元のベクトル空間で基底としては例えば 1, α, α2 を取れる。要素は 23 = 8個の有
限体。

これらについては、龍孫江さんが体の定義から丁寧に解説されているので、そちらも参考にしていただくと
よいと思う。
（特別編）体論：有限体の要素の数 https://www.youtube.com/watch?v=f54XvG2LKdg&t=904s

（特別編）素数個の要素をもつ体の構成 https://www.youtube.com/watch?v=UPf0lf0GQ7U

4 有限体の乗法群
有限体 F は体なので 0以外には積についての逆元が存在する。このことから、F \ {0}は積に関して群とな
る。これを F の乗法群と呼び F× と表す。
ここでの目標はこの乗法群 F× の構造を調べることである。F の要素の個数を q としたとき、結論はこれ
が位数 q − 1の巡回群となることである。つまりある a ∈ F×

q を用いて F×
q = {1, a, a2, . . . , aq−2}と書けるこ

とを示す。
まずはこの事実について、いくつか具体例を見ておこう。

例 4.1. F×
3 = {[1], [2]}について [2]2 = [4] = [1]である。

例 4.2. F×
5 = {[1], [2], [3], [4]}について。[2]2 = [4], [2]3 = [8] = [3]であり、

F×
5 = {[1], [2], [2]2 = [4], [2]3 = [3]}

と書ける。

例 4.3. F×
7 = {[1], [2], [3], [4], [5], [6]}について。[2]2 = [4], [2]3 = [8] = [1]なので、これを用いては全ての要

素を作れない。一方で [3]2 = [9] = [2]であり、

[3]3 = [2][3] = [6]

[3]4 = [2]2 = [4]

[3]5 = [4][3] = [12] = [5]

[3]6 = [2]3 = [1]

となる。よって

F×
7 = {[1], [3], [3]2 = [2], [3]3 = [6], [3]4 = [4], [3]5 = [5]}

とかける。
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例 4.4. (F3[
√
−1])× について考える。まず上で見たように [2]2 = [1]である。また、通常の複素数と同様に

[
√
−1]2 = [−1] = [2], [

√
−1

4
] = 1である。実は {[1], [

√
−1], [2], [2

√
−1]}が x4 = 1の解全体。この外にある

F3[
√
−1]の要素を適当に取ると、その位数は 8となることが（計算せずとも群の一般論から）わかる。ある

いは 1 + i√
2
が Cにおける 1の 8乗であることを思い出すと、F3 においては 2 = −1だから

√
2 =

√
−1とし

て、[
1 +

√
−1√
2

] = [
1 +

√
−1√

−1
] = [1 +

√
−1][2

√
−1] = [1 + 2

√
−1]として、

[1 + 2
√
−1]2 = [1 + 4

√
−1− 4] = [

√
−1]

[1 + 2
√
−1]3 = [

√
−1][1 + 2

√
−1] = [

√
−1− 2] = [1 +

√
−1]

[1 + 2
√
−1]4 = [

√
−1]2 = [−1] = [2]

[1 + 2
√
−1]5 = [2][1 + 2

√
−1] = [2 + 4

√
−1] = [2 +

√
−1]

[1 + 2
√
−1]6 = [

√
−1]3 = [−

√
−1] = [2

√
−1]

[1 + 2
√
−1]7 = [2

√
−1][1 + 2

√
−1] = [2

√
−1− 4] = [2 + 2

√
−1]

[1 + 2
√
−1]8 = [

√
−1]4 = [1]

となり、F3[
√
−1]の要素が全て [1 + 2

√
−1]n の形で表すことができた。

例 4.5. F5[
√
2]× を考える。この群の位数は 24である。F×

5 は [2]が生成する。また、[
√
2]2 = [2]だから、こ

れは位数 8の要素。

一方で、−1 +
√
−3

2
が Cにおける 1の 3乗根であることから、 mod 5で [2][3] = [6] = [1]より F5 にお

いて 1

2
= 3なので、[

−1 +
√
−3

2
] = [4 +

√
2][3] = [2 + 3

√
2]を考えると、

[2 + 3
√
2]2 = [4 + 12

√
2 + 18] = [2 + 2

√
2]

[2 + 3
√
2]3 = [2 + 2

√
2][2 + 3

√
2] = [4 + 10

√
2 + 12] = [1]

となるから、これは位数 3の要素。
このことから [

√
2][2+3

√
2] = [1+2

√
2]が位数 24の要素であることがわかる。実際、([

√
2][2+3

√
2])n = [1]

とすると、[2 + 3
√
2]n = [

√
2]−n となる。上の具体的な計算から

{[2 + 3
√
2]n ∈ F5[

√
2] | n ∈ Z} = {[1], [2 + 3

√
2], [2 +

√
2]}

{[
√
2]n ∈ F5[

√
2] | n ∈ Z} = {[1], [

√
2], [2], [2

√
2], [4], [4

√
2], [3], [3

√
2]}

だから共通部分は [1]のみで、[
√
2]−n = [1] = [2 + 3

√
2]n となるから、nは 3の倍数であり 8の倍数でもあ

る。よって nは 24の倍数となり、[1 + 2
√
2]は 24乗して初めて 1になりしかもすべて異なることもわかる。

例 4.6. F2[α]
× を考える。ここで [α3 + α2 + 1] = [0]であった。[2] = [0]に注意すると [α3] = [α2 + 1]が成

り立つ。
これの乗法群の構造だが、[α]7 = 1 となることを確かめよう。これは群論の一般論から計算せずとも従う
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が、実際に順番に冪を計算してみると、

[α]3 = [α2 + 1]

[α]4 = [α2 + 1][α] = [α3 + α] = [α2 + α+ 1]

[α]5 = [α2 + α+ 1][α] = [α3 + α2 + α] = [α+ 1]

[α]6 = [α+ 1][α] = [α2 + α]

[α]7 = [α2 + α][α] = [α3 + α2] = [1]

となり、F2[α]
× の全ての要素が [α]n の形で表される。

命題 4.7. 有限体 F の乗法群 F× は巡回群である。

証明. 位数の最大値を N とし、位数が N となる要素を一つとって x ∈ F× とする。ここで N ≤ q − 1であ
ることに注意しよう。このとき、xN = 1であり、xm = 1ならmは N の倍数である。目標は N = q − 1を
示すことである。というのも、もし位数が q − 1となる要素 xが存在すれば、F× の部分群で xが生成するも
の {1, x, x2, . . . , xq−1}は F× と一致するため、F× が巡回群となる。
まず F× の要素の位数は全て N の約数であることを示す。y ∈ F× が位数 k を持ち、k が N の約数でない
としよう。特に y のべきにとり直して k と N が互いに素としてよい。このとき ym = 1なら mは k の倍数
である。
xy の位数をM とすると、(xy)M = xMyM = 1であるから xM = y−M である。xMN = (y−M )N = 1よ
りMN は k の倍数だが、N と k は互いに素なのでM は k の倍数。また、(y−M )k = xMk = 1よりMk は
N の倍数となり、N と k が互いに素なのでM は N の倍数でもある。よってM は Nk の倍数であるが、N

が最大であることからこのような y は存在しないことがわかり、F× の要素の位数は全て N の約数となる。
よって F× の要素は全て xN = 1の解となる。xN = 1の解の個数は N なので、F× の要素の個数は N 以
下となり、一方で群 F× の要素の個数は q − 1だから q − 1 ≤ N となる。はじめに述べたように N ≤ q − 1

であり、二つ合わせて N = q − 1となる。このことにより F× が巡回群であることが示された。

5 有限体の一意性
ここでは、位数が同じ有限体は全て本質的に同じものになることを示す。

例 5.1. 位数が 9の体 F について考えてみよう。まず F の標数は 3なので、F3 を含む。F3 の要素は x3 = x

を満たすが、この方程式の解はたかだか 3個なので解全体が F3 と一致する。
F× は位数が 8 の巡回群なので、特に α4 = 1, α2 6= 1 となる α を取れる。これを用いて x に α を代
入する写像 F3[x] → F を f(x) 7→ f(α) を定めると、この α は α2 = −1 を満たすので準同型定理より
F3[x]/(x

2 + 1) → F が単射になる。要素の個数が両辺共に 9なので、これは同型となる。これは、前に作っ
た体 F3[

√
−1]とも同型である。

命題 5.2. 素数べき q = pn に対し、要素の個数が q の体は全て同型になる。

証明. F1 と F2 が共に位数 pn をもつとする。
F×
1 は位数 pn − 1 の巡回群で、ある a ∈ F1 が存在して an で全て表せる。したがって Fp[x] → F1 を

f(x) = f(a)で定義すると、これは全射となる。
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F1 の Fp 上の次元が nであることから、上の写像の核はある既約 n次式 g(x)で生成される。これを用いて
同型 F1

∼= Fp[x]/(g(x))が定まる。また g(a) = 0であり、aを根に持つ多項式は全て g(x)の倍数である。特
に ap

n−1 = 1だから xpn−1 − 1は g(x)で割り切れる。
F×
2 も位数 pn − 1 の巡回群であり、xpn−1 = 1 の解全体と一致する。したがって特に g(b) = 0 となる

b ∈ F2 が存在する。この bを用いて Fp[x] → F2 を f(x) 7→ f(b)と定めると、これは準同型定理と g(x)の既
約性から単射 Fp[x]/(g(x)) → F2 を導き、位数を比べてこれが同型となる。
よって、F1, F2 がいずれも Fp[x]/g(x)と同型な体となることが証明できた。

要素の個数で体が（同型を除いて）決まってしまうことは龍孫江さんの動画
（特別編）有限体の一意性（13分ごろから）https://www.youtube.com/watch?v=ei_89CwO99E

も参考にされるとよいと思います。

6 有限体のガロア理論
ガロア理論については改めて詳しく解説する予定ですが、ここでは最低限の事実だけ並べておきます。
二項係数 pCk が 0 < k < pにおいて pで割り切れることから、標数 p > 0なら (x+ y)p = xp + yp が成立
する。a ∈ Fp については ap = aであるから、f(x) ∈ Fp[x]に対しては f(x)p = f(xp)となる。
a ∈ Fpn を乗法群 F×

pn の生成元とする。すると ap
n

= aである。aの Fp 係数の最小多項式を f(x)とする
と f(a) = 0であり、上に述べたことから f(a)p = f(ap) = 0となる。よって ap, ap

2

, . . . , ap
n−1 が f(x) = 0

の他の解を与え、これが共役。
この p 乗写像 ϕ(x) = xp が根の入れ替えを定め、これがガロア群を生成する。Fpn/Fp は常にガロア拡大
で、ガロア群は x 7→ xp が生成する位数 nの巡回群となる。ϕ(x)をフロベニウス写像と呼ぶ。

命題 6.1. 有限体 Fp に対し、次数 nごとに同型をのぞいてただ一つのガロア拡大 Fpn/Fp が存在し、有限次
拡大はこれで全て。また、m | nの時、Fpn は Fpm のガロア拡大になる。Fpn/Fp のガロア群は巡回群であり、
生成元としてフロベニウス写像 ϕ(x) = xp が取れる。

さて、有限体 Fp に対して、Fpn を全て集めた体を
∪

n Fpn = Fp∞ と書くことにする。これが Fp の代数閉
包を与える。つまり、Fp 係数の方程式は全て Fp∞ に解を持ち、そのような体の中で最小のものとなる。
Fp∞ の自己同型としてフロベニウス写像 ϕ : x 7→ xp の整数乗 ϕn(x) = xpn があるが、これのある種の極限
も自己同型を定めることが以下のようにわかる。
各自然数 n に対して、ϕan : Fpn → Fpn を用意して、その列 {ϕan} を考える。各々 an は Fpn において

ϕn = 1であることから mod nのみに依存する。Fp∞ =
∪

n Fpn であるから、Fpn の自己同型 ϕan をうまく
整合的になるように並べることで Fp∞ の自己同型を作ることができる。整合性というのは、nがmの倍数で
あるとき、Fpm ⊂ Fpn である関係を保つこと。つまり、a ∈ Fpm に対して ϕan(a) = ϕam(a)が成立する必要
がある。これは an mod m = am という条件に他ならない。
つまり、Fp∞ の自己同型を定めるには、an ∈ Z/nの列 {an}であって、m | nに対し an mod m = am と
なるものを与えればよい。
このような理由から有限体の絶対ガロア群、すなわち Fp∞ の自己同型群が Zを「完備化」した群 Ẑになる
ことがわかる。
フロベニウス写像については以下の龍孫江さんの動画が参考になります。

8

https://www.youtube.com/watch?v=ei_89CwO99E


体論：有限体の有限拡大 https://www.youtube.com/watch?v=CvxTUk82YHw

体論：正標数の体上のある多項式のガロア群（お詫び・訂正版）https://www.youtube.com/watch?v=

gC1Jp1KXUrA

またガロア理論についてはこちらのテキストを参照してください。http://www.math.sci.hiroshima-u.

ac.jp/~m-mat/TEACH/infinite-Galois.pdf

7 いずれ追記すること
環及び体の定義、剰余環、可換群についての性質
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